Topologia
Lista 5 (sp0jnosc)

Zad 1. Pokazac, ze dla przestrzeni topologicznej X nastepujace warunki sa rownowazne:
a) przestrzen X nie jest suma dwu roztacznych, niepustych zbiorow otwartych,
b) jedynymi podzbiorami domknieto-otwartymi w X sa () oraz X,
¢) jesli X = X; U X5 i zbiory X;, X5 sg rozgraniczone, to znaczy
XinX,=0 A XinX,=40,
to jeden z nich jest pusty,

d) kazde przeksztalcenie ciaglte f : X — D przestrzeni X w przestrzen dyskretna D posiadajaca
conajmniej dwa elementy, jest stale.

Zad 2. Ktore z nastepujacych podzbioréw plaszczyzny euklidesowej R? sg niespojne:
A={(z,y) €R*:2=(1—e")cost,y= (1 —e ")sint, t €[0,00), lub 2 +¢y* =1},
B={(r,y) €R*: 2= (1+e")cost,y=(1+e')sint, t €[0,00), lub 2® +¢* =1}
C=(02\{1} xR, D={(z,y)€[0,1]":2€QAyeQ}
E=0[0.4P\(1,2)x 2.3)],  F=00,42\ ((1,2) x (2,3)U(2,3) x (0,2))]

Zad 3. Pokazaé, ze podzbior A prostej euklidesowej R jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych liczb a,b € A takich, ze a < b kazda liczba ¢ € (a, b) nalezy do zbioru A.

Zad 4. Opisa¢ wszystkie zbiory spojne na prostej euklidesowej R.
Zad 5. Ktore z podanych przestrzeni sa spdjne:
a) przestrzen dyskretna,
b) przestrzeni antydyskretna,
c) przestrzen (N,7), gdzie 7 = {A C N: zbior N\ A jest skoniczony lub A = (}}
d) prosta R z topologia 77y zadana przez baze B = {[a,b) : a,b € R}.
Zad 6. Wykazaé, ze przy odwzorowaniu cigglym obraz zbioru spdjnego jest zbiorem spojnym.

Zad 7. Udowodnié¢, ze kazda przestrzen metryczna spdjna jest jednoelementowa lub ma moc
niemniejsza niz continuum.

Zad 8. Wykazac¢ twierdzenie Cantora, ktore mowi, ze jezeli Fy D Fy, D F3 D ... jest zstepujaca
rodzing domknietych podzbioréw zwartej przestrzeni X, to

() F. #0.

neN
Pokazac¢ na przyktadzie, ze zalozenia o zwartosci przestrzeni X w tezie tego twierdzenia nie mozna
opuscic.

Zad 9. Spojna oraz zwarta przestrzen metryczna nazywa si¢ contiuum. Udowodnié¢, ze przekrdj
zstepujacego ciggu continuéw réwniez jest continuum.



